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Une plaque (ABCD) plane rectangulaire homogene de masse m e t de centre d’inertie G 
a pour longueur 2 1 et pour largeur 2a (AB = 2a, BD = 2 1 ). Le milieu E du c6td AB est astreint 
4 se deplacer sans froltement sur un axe fixe verticale Ozo ; le cote oppose CD glisse sans 
frottement sur le plan horizontal Xo Oyt d’un rcpere galileen 1^,(0, ^,,y 0 ,z 0 ) . On ddsigne par 
un repere orthonormd lie 4 la plaque dont l'axe Gx est horizontal, l'axe Gy situd 
dans le prolongement de EG et l’axe Gz perpendiculaire 4 la plaque et situd au dessus. La 

position de ia plaque est repdree par les angles y=(at 0 ,OH)( H etant le milieu de CD) et 

8=(HO, HE) . On ddsigne par R s la rdaction exercee au point E par l’axe Ozo sur la plaque. On 
Wtimera tou? je 5 f dsultats dagsja baselide au rcpdre intermddiaird R (Ofi,v,z\ . 

I- Cineniatique 

1 - Donner le veoteur rotation instantand, &,SIJb) , de la plaque S par rapport f Ro. 

2- Ddterminer le torseur cindmatique Z9(SIRo ) de la plaque, par rapport au repdre galilden Ro, 
au point G. 

D- Ciuetiquc 

1- Calculer la matrice d’inertie de la p!aque au point G dans la base de Rs- 

2- Ddterminer le torseur cindtique Tp(SIR t ) de la plaque au point G. En ddduire son torseur 
cindtique T?(S/Ro) au point E. 

.3- Calculer l’dnergie cindtique E c de la plaque par rapport au repdre galileen Ro. 

III- Dynamique 

On suppose que les actions de contact exercees par le plan toOyo sur la plaque sont dquivalentes 
4 une force unique R, appliquee en un point / du cfltd CD de la plaque. 

0 1- Ecrire, sous forme vectorielle, le thdordme du moment dynamique au point E. 

t 2- En projetant le thdordme du moment dynamique sur l’axe Ozo, ddduire une intdgrale premidre 
du momentcindtique et montrer que : V = a z + 4p cos ig ave0 * ~ csl ' 

J 3- Ecrire, sous forme vectorielle, le thdordme de la resultante dynamique. En ddduire par 
projection sur l’axe Oz a , l’expression de la rdaction R\. 

1 4- Ecrire le theoreme de l'dnergie cindtique. Montrer que l'dquation du mouvement est de la 
forme : 8 1 =j{9) oufl.9) est une fonction que l’on ddterminera. 

5- Retrouver i’equation du mouvement de la plaque 4 partir des dquations de Lagrange. 






'J „ fjs, t m a J? 

A- 

0/?; 

U,M^' ^ 

>Ltu Y‘ n - «-» 

5 -v R ) R lU 6M% — » 

,ijis^\ + '' d , 'U j!u&% 
">,1 //9 y-^r 



1 jZo 



j i-{i*t%'y' ' .v, n 

/.Min* 11 '’"*' , r-in^f 



s p'' 



f r -?f‘ - *r*' sW ' 

.,i*.t.->t~ t “ l! " X 

Jjf, 



Y- 




u + O -+ J -O» 'tjpz 

0^- %+m vfy n st 



^ ,-iv*i0 f-J&ty /fyfeSCetfl 4 f 1 

VtiM* - J /a,yfi » v ^ ftfoi*t--t*,V 
/■(/&* ft&f 

-? „ „ j>Vui*sT<-»g( % - fo ^>’ 

Og ~ V3 ' ■/' ■ 



' V#V * 






*/ ■' 



5 



, djH- ?+ f -i*- }1b 



-yr 



- , .X _ 

u y- 

& * —J’ 1?’- 



fa** •'y*' 



f> sec.*r + 



FL*i 



U? _> — 'tjfjj: i a W 

. s,s^ Ti r.i#* r,+J i [fin r,) -> 
f s’, 4 1 m TL jI&sj- *+<*** l),e} 

jn> w* 

y° 




t f’ 



% u y/‘ y y// K> 

3' fi - ctf 

' 3 

- -gr d<te l t m dfan 

/V ,/yA-V- 






r* 

% (T. a* ^^>1 -y* tUl ^ 

1 • /« /fc-r f&X' vV 1 / -A} fif.jJfy'' 

9 „7?«T ^T.. ^ 



C0 , »fr 




&,/ — 



0 



/ Z’*' 

'v Z- %) 



V- 



. V tXj 

Jfj; i A)^/> 

» ei J!» , r * •/*» ° 

5 1 » urtv/' f» 

* 't 1 J ff'fti if/ff M v'iS’i^ 5 "" 9 ' 

&. / B + IfyyTrr^Zi* -i z 

aw/ ‘ 



t! 



b 



_jL r - v -TTS + **$ 



\Sfnf = «t 




* J K) U- VK) '- ' m£ ? "V* ^ TiJ- 'W 




- 4 = -« 



+ 










y»ff> 



/i - % 



L C,l£ 

s£ 

[alT *-o) 




Universite Mohammed V- Agdal 

Facultg d es Sciences Session d’Automne 

Departemen! de Physique 12/01/2010 

Filiire SMI-SMa 
S emestre 3 



Eprenve de M<canique du Solide 
Section A 



1" k pl» My.) lvlrc «tara, dlrat WOjW) o4 

“ ” d< C , *““ *»««». m (C). 0„ po«p </c,&), 

(Q^,o«)et on note parg l’intensitd de la pesanteur 
On ddfini deux autres repires in.ennddiatres orthononnds directs : g, H O;x.y,z 0 ) IH 

au cerceau (C) tel que OC .. » . , 

^ 4 n fi cil ' ft 2"( C ;“.‘ , . z o) M 4 Ia barre (AB) tel que 

“ °//c5// Ct ° n d4Slgn ' par 9 I an8,e enlre !“ “'s 0 -*o et Ox. 

Tous les rtsultats devront 6tre ex|Jrimfe dansla base du repire R 2 . 

^_Cin4matique 

I- Ddterminer la vitesse absolue, #{«*),■ du centre d’inertie G de la barre (AB). 

En diduire Ia vitesse absolue, V(A e (AB)/R<,) , du pornt A de la barre. 
i ff 2- -Diterminer Ia vitesse absplqe r V(A* C, B ,) , du point A du cerceau. En ddduire la 
vitesse de glissement, P,((AB))cj, de la barre (AB) sur le cerceau C. 

9 H 9- n4,lque 

AJy r’ 1 ' Ddterminer le torseur cin4tique de la barre (AB) au point G. 

JMfc.r' D<Slermmer le ,orseur dynamique de la barre (AB) au point C. 

OJJJfr 3 - Calculer l’dnergie cmetique, E c de la barre (AB). 

Dynamiq„e J 

jpf» 1- En appliquant le theoreme du moment dynamique, ddterminer une 6quation du 
r- mouvement de Ia barre (AB). 

■)vP^ ^^ u * re ^ partir du thtortme de l'dnergie cinetique une intdgrale premier? du 
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3 A S ' Mculer «plidBmm les ,M.„ r a « R, ,« poi „ a j,, 

en fonction des parametres du syst&ne. On 6valuera R A dans la base 
(&i >*o) d^fini par ^=a«i , 5,=^, au, c! R„ dans la base (uj,v 2 ^ 0 ) difini 

T par 0B=au 2 , v 2 =z 0 au, . 

% I? J 4- Calculer explicitement les composantes de la r&iction &==&,« + &. v au point 
de contact O. 
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On considere une tige (AB), homogene, de masse m, de longueur 2a et de centre d’inertie G qui 
glisse sans frottement 4 l’interieur d’un anneau (A) circulaire de centre C et de rayon r. 
T°ut en restant dans le plan vertical (xOy) du repAre fi^elR (O, X, y, z), l’anneau roule sur l’axe Ox 
du repAre R avec une vitesse angulaire co constante. On ddsigne par, 9 l’angle formd, 4 cl\aque 

instant, entre les vecteurs CG et Cl ; x l’abscisse'' du point C sur l’axe Ox ; g = -ge y le vecteuJ 
accAlAration de la pesantcur ; I le point de contact de l’anneau avec l’axe Ox et (u, v, i) une base 
orthonormAe directe lide 4 la tige (AB). On pose CG = Lu . . 
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1- Calculer le torseur cinAmatique de la tige (AB) au point G. 

2- Calcuier le moment d’inertie J de la tige (AB) par rifjport 4 son axe Gz. 

3- DAtermincr le torseur dynamique de la tige (AB) au point G. 

4- En appliquant le thAorAme du moment dynamique 4 la tige (AB) au point C, montrer que l’une de ses 
Aquations dans le repAre R s’Acrit : 



t) 



0[L + -jj^] + xcosO + #sin 0 = 0 

5- En utilisant le IhAorAme de la rAsultante dynamique, calculer les rAactions de contact aux points A et B 

6- Ciilculer los travaux des forces cxtArieures exercAes sur la tige (AB) 

7- Retrouver l’Aquation du mouvement prAcAdente 4 l’aide du thAorAme de l’Anergie cinAtique. 

8- On suppose que le roulement de l’anneau (A) sur l’ajp Ox s’effectue sans glissement Calculer la pAriode 
des petites oscillations de la tige (AB). 
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Soient (O, x,y,z) un repere fixe orthonomnS direcl et R. (O S s n „ a 

oblenu Martir de * 0 par une rotation d'angle « Un di squ eD de «2 C d^lT -T' 

r „„t„ co 4 MTinre c, ae masse m e( de rayon a 

“ &.&>., */«. 1, „.i, „u dn ^ , ra 0uafmrM dudl>5m ^ 

f".'”.”'*' fc “ 04 “ ■«*>“' P" * (C,S,A..f) ™ CP.* On «* „ 

1. M'. „ po». I « o, ndglig, „ Tm 



les resultats 



t exprimes dans la base (O, u, v, 

SSLllT du e du diap*. Ea dMudp v,*» 



point / du disque par rapport i R 0 . 



'■ <DIM> “■ l “WP«'W.*lto Ou-Eudidui»,» 

Sfawjft! 5sr d “ - - ■“ 

iVfntf' ““'"j* vi ““ *(*»*> d«p=l« Pp.apponiP.pl 1.«*,* 

relalive V+IeD/R,). Retrouver l'expression de la vilesse absolue du point/, PfleD/R,,) et 



X(n+.0, b' . „ ^ duirela vilesse de Slisscment V,(D/Ou) . Q ue peul-on conclure. 

a. p. ji- 4 ' Determiner le torseur cindtique du disque au point /. 

>5V ^ Sj-V* D&eiminer le torseur dynamique du disque au point /. 
oiSt i) ,6- En utilisant le tMortme du moment dynamiaue diter 



: equation du mouvement en 



*ST/ i ,clcnnlncr le torseur dynamique du disque au point/. 

r, * ,S £z/ 6 ' E " Ulilisan( le ,hdortm e du moment dynamique detemiiner ui 
fonction der , 0 et de leurs dirivies. 

c" “'‘«r®”' le tW “ 4me de la r&ullante dynamique diSterminer la rtaction Ri au point /. 
’+ij'* 8 mouvernem' ' ‘ hfortme d ' 1 ’ <ner ® ie cin<ti <l'“. «Stablir une deuxiime <quation du 






£b(l»ni<* - fair r 0j* 

: W 0|< - 

V/}»^= i^f^ + &k h °y 

’ ? * *) -* °' 

- ^%&h*rp 

S" 1 , -fii<»n-i!i •'* 

v/>/^= Vf , ,,,^ £ .**«*> 



: [*V«f f-^ w V', 






\ "" T r : ,:^i 

-f s’l 9 M y|cjrw(^+ 

rSlP'K J ; ^ -? -^V 

Cin.h[af'f- */£* 

*[y/ll‘ > + f )' n ’ a ' 1 ^ 

' $>[ m Vc)Sl] 




- —b ^ -Jr>j>U J 

^ fJ)/A/= \(P/&>)+ m Ifc)^ Cf« t’ i/] 

•Pe(»/v= - y rTV ^ ' j %it f) 

„ pc K c? 

% (T,iM*[^F+rJ-*”fJ£ ^ 

f- ?'»iV’£' fJ +fyP -., - 

% M * 

„r fll'- fl# ' 



CtX' a " 

’ l li&B - 0 



■>Vf- “ - / '■* „ A 

U^^ e - a * 



"W"T + v . _ -» . 

,r7^^*->r + J: 5t vV 

/ /Ui»» <, ' s ' 

1 _ -» i 






UNIVERSITE MOHAMMED V- AGDAL 
FACULTE DES SCIENCES 
DEPARTEMENT DE PHYSIQUE 



Janvier 2008 



Examen de Mecanique du Solidc 
SMI-SM- S3 



On considdre une barre (AB) de longueur 2t, de centre d'inertie G el de masse m, soumise A l'aetion du 
champ de pesanteur g , en mouvemenl dans le plan (xOy) d‘un repdre galillecn orthonormd R(0,x,y,z) od Oy est Ia 
verticale ascendante. Les extrdmites A ct B se ddplacent tout en reslant~enc5ntacl respectivement aveo I’axe Oy 
(y>0) et l'axe Ox (x>0). On note par et R B les forces de conlact respectivement au points A et B et par /j le 
coefficient de frottement dynamique. Soient R,(G, x,ji„z) le repdre \ii A la barre et 8 l'angle que ftit la barre avec 



l’axe Ox : 8 = (5^E,) (voir figure). 

1- Donner la position du centre d’inertie en fonction de / et de l'angle 8. 

2- Donner la vitesse instantande de rotation de la barre (AB) par rapport au repere R. 

3- Calculer la vitesse du point matdriel A; V(Ae(AB)/R) . En ddduire la vitesse du centre d 
tige par rapport A R.. 

4- Ddterminer le torseur cindtique de la barre (AB) au point G. 

5- Ddterminer le torseur dynamique de la barre (AB) au point G. 



6- Appliquer le thdorime de la rdsultante dynamique pour ddterminer les forces de contact R A 

7- En appliquant le thdor&me du moment dynamique au point A ddterminez l’dquation du n 
barre (AB). 

8- On suppose que les extrdmitds A et B de la barre glissent sur les axes Oy et Ox sans frott 

„2 

que dans ce cas l'dquation du mouvement s'dcrit sous la forme : 0 = fi.0) o AJ(6) est u 



tie, G, de Ia 



l'ent , montrer 



l'on ddterminera. On prendra 8(1 " 0) - ft et 0(1=0) = 0 . 

9- En appliquant le thdordme de l’dnergie cindtique, pour le cas oil il n’y a pas de frottement, retrouver 
l’dquation du mouvement de la barre (AB). 
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Exercice 1 : 

Dans le repire R (O. ?, T. k), aoient A(3,0,0) et B(-l,2.l) deux points de l'espace. Soit M un champ 
de vecteurs defini par : 



A?(0) = 0, M (A) = 0, M (B) = ^-0 



1 - Montrer que Sf est un champ antisymetrique. 

2- DAterminer la resultante S du torscur associe au champ M. 

3- En dAduire A? (P) en tout point P(xyj) de Tespace. 

‘I- Deterniiner l’axe Central A du torseur, et calculer M sur A. 

Exercice 2 : i 

de« S U D0 P ints O fl " “7““ C ' ** cen,,e 'J, el j de ra * on mubile sans froitoment autour d'un 

d-l m,irlellr du pronuer cerceau toul en reslant en^ntact avec lui nu polnl /. Soit Ox„ fue deseendantdu 
r4f * ren,1 «l absolu R 0 <,O,x 0 , Po’ *o) et R)(A,x, j.z,,) un repAre relatif orthonorme dircct lio au cerceau C, 

'* * = /ffat/ ' S °" 5 > *») un deuaiime' repire intermAdiaire orthonormA direcl liA au cerceau 






AB 



>n note par 6 r R, , i) et tp ■= (x ,ir) ; et par yr l'angle que tail un point P 



. r- ..,i . - AH 

J- c s aachant que u » — — 

, // AB// 

rf-du cerceau C, avec l'tute 0u. Tous les rAsultats devront Atre exprimAs dans la base du repire II,. 

£/- DAterminer les AlAments de rAduction du torseur cinAmalique t*(C|), par rapport au repire A'c 

r cerceau C, au point A. En dAduire le torseur cinimatique au point de contoct / d: C,. 'v c C ecj'm 



cerceau t., au point A. En dAduire le torseur 
\r DAterminer les AlAments de rAduction du .to 



JiT 



uc icuuciiun uu .torseur cinematupie T,(Cj), par rapport au repAre II,. , c 

cerceau L, au point B. En dAduire le torseur cinAmntique au point de contact / de Cj. 

3- DAterminer la vitesse de glissement du cerceau C ; , au point de contact 1. En dAduire. 

partir de la condition de roulement sans glissement, une Aquaiion de mouvement relianl lp. 0 et v \ 

4 pttfcT V ' leSMS rel, " iV “ 6 C,/fil) 61 ?r(/ 6 Relrouve ’ 1“ vitesse de glisseme 

3- Calculer la vitesse d'entrkinement 9,(1 6 R,/R 0 ) du point de contact / de C,, en deduire la vileS; 
absolue V(l S C 2 /fi 0 ), 
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Dana un plan verlical fixe d'un repire absolu un cerceau cSe centre 

A. de rayftn K . a..quel eat Ut un repir. *, (O, i, , y, . r„), esl rdobile autour d'un de ce» 
polnts O nfaintenu fixe. Un disque D de centre B, de rayon o <V, auquel cat lid\,n ropire 
^2(0, y 2 , z„), peut roider sans glisser 4 l'inldrieur du ccrceau. 



On pose 0 = (x 0 , x, ) , V = 0% . Xj) e« 

1 - rwtermincr la vitesSe de ro'tation du , 

2- Calfculer la vitesse absolue du centre 

3- ’ Calfculer la vitesse absolue du centri 

du pSlnt 1 du dlsgdc ^/ eP/fy) . 



V ’- ou P ist'un point du dis1|uc D.. 
cerceau <i*C/* 0 )ot eefle du disque /h(D/R Q ) . 

A du cerceau. C 'v 

s B du disgtie D. En tfeduire la vilesfc absolue 



.4- Calfculer la vitesse de glissement du disque sur le cerceau F*(/e D/C ) . bdduirc i 
r«* r d ,° condi,i '>| ! de roulement sans glissement une <j$ft>tion du mouvjlnent qui 
Itc les diflorentg paramfctres du syst&me. 

5- Calfculer l’accdldraAbn absolue du point / du disque y^IeD/^) . 




j 



I 



) 



£EO. 




V & A 

/t, TJtc//b)*e£ , 

i, 7 ( */»)***% ^ 

5 . ■$(t)/i+*-(*-i>?if l - fls l -^ -' 

riKMJ : %$Se%&*r 

Vb&M £* f ~ 

h- _* . 

; v'iwc/v= 

, -Rif +»?»** 



t V 

-Cr’’^, «v 5 *v 

—T * f +**//'] ** 

l}$et>//V* fit? %.-**. ** ^ 

r-*i, r~o f 5g^,^ 




Rabat le: 20/11/07 



liversite Mohammed V- Agdal 
cult&des Sciences 
Spartement <le Physiflne 



Conlrole de M6caniqnc tln solide 

' SMI-SM-S3 
Seciion A Groiipe A04 

STS3 «0,«« «TE. v «.»«.- 

,„a». . r». C, * 

paramitres de pos.tion angulaire reape 

poin. fte S, par rappor. W. • . ^ ^ p>ssan , par Cj . On W»»* '• 



j. OtataWC, /«„) , E" ***• “<*"* W** 

* - - * 

4 Calculer la vi.esse de glisaement v g (Sj/.f, ) de S, r . 

-s— 



de 0 et ?> . 

5. Calculerl’acciliration flVV’ 




-""T' 




-f- 



Co* iriti d 
?ty-fSs~-Gr’Aj. 



(J+ ejf i &i%ino/-(t- fJf 

3- V(£jK)= i i f 

7l%IRo)= 7K/JV+ i?PM) n ci% 

Vl L IX*) - y ? + r, u', 

..» (^ V^T* i'+l «+BJ-K, T? y 

i- 1 \c>jh,)= e^j/- f(c,m,)+ ‘!0j[= * 

7t%/fy= T’feM &fh //V/, crf. 



2 

v K m » * 

V^ihh,)- vtiJRo) 

=» ' *, ' 



= X : X+I?,+1)JV% (*r 

- arsvzt.-^ 

*!$&*■ *&*£ Jl ^ h MlA. 

%3i>h>=~f(}z^MX>J/ r. T, yZ^-T?, t-*-* 
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SMI&SMA; Scracsirc 3 



Contrdle conlinu n°l - M4canique «lu Solide 
Dnrce 45 mn 



On consklire deux tiges (T) et (T’) , i 
dans le plan venical (xOy) du rcpdre fi 
au point O. La lige (T') est articnlde 
figurc). 

Le disque (D) rouie sur l'axe ox r 
On ddsigne par 0 Vangle formd, 4 ch 
|'axe Cx et le vecteurAC . On suppos 



dilignes, dc longneurs t el 
« R(0,x,y,a). Ln lige (T) est 
iar sott e> (temite C au centre 



s MtrdmiWs 
ayon r (voir 



vcc une vitosse angulairc <o — <j> 






ique inslant par l'»xe ox et la lige (T) et a l'anglo fom.4 par 
> que l <f , r <V etO<0S^. 



1- Donner la relation entre a et 6 . 4n ddduire rexpression de d en foncWdef .<',0el0. 

2- Ddtcrniiner le to'rseur cinc'matiqile en A de la lige (T) par rapport au reperc R. 

3- Ddtcrminor le tofteu. cin«matiqtie en C de la tige (T) par rapport au R 

4- Calculer la vite'sSe f(P/ J?)par rapport an repAre R. d'un point P de h circonBronce du disque (D) 

tel quc q> ■= (cx,ep ) . - . 

5- Monlrcr que la vltesse-de glisseriient du disque (D) sur l'axe ox s'ecril : 

f, (C / ot) - \-t6 sin 0(1'+ f(0)) + r?.Je, . 

Oft m « fonetion le (? q«e fon ddtennincm. P-n ^duire I. condilion du rodlement sans 

d-' ootiuer' l'expreaaion du veeleur accdliration o(/efl/«) du point Y lor»qu’il cotncide avec le 
point de contact l'du disque (D) avec l'axeox . 

N.B : la onesllon 6 ejt «uppldmenta ia 





ct v S /5 Ct*& 

- Z^T'/=[a’/r‘/A),v}c/K)J ^ _* \/ 

^ p' 

zjBtv+JJ'lutrt p + c *»Ae~'t) 

'y /f //g; r (■/U'vi* - i/sv g j gj. (-i U’ceH+Js'lvitf} e? 
v1tW=-(AV<+ijV»)i? 

4- -tfiritiDz^tlclti+tf&lR)*. cf . : _ : 

"h Sr \tV<r* +-f»V »^* <**•• +^«» J 
^y| fld) c -/ v 'Ai-I +7/' W+.c^ rf *«Y ^ 

) ^%-v 0 . ^ 

' VFfTTTwpy 

:Av.H,/»| t r/ji? / tM ^tlhtLsL 

J _j „ / : iryryf-rr 



. V<K S O -. 






> -M r,K!= -I f* W4 + w SMr 

mjtQIM/ ( , r = -iSJIgi' 'w-tlfeB-th W//A- 

kJll 2 D__,_ ■-if%\.yY.^nhmA - rf '$ 




